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هنر مدلسازي در پژوهش عملیاتی
ابراهیم ایجابی

مقدمه

مطالعه پژوهش عملیاتی عبارت است از ساختن مدلی از وضعیت طبیعی مورد نظر. 
یک مدل پژوهش عملیاتی به عنوان نمایش آرمانی (سـاده شـده) از یـک دسـتگاه واقعـی      

بـه صـورت ذهنـی    تعریف می شود. این دستگاه ممکن است از پیش موجود باشد، یـا هنـوز   
بوده و به مرحله اجرا درنیامده باشد. در حالت اول، هدف مدل تحلیل رفتار دستگاه به منظور 

سـاختار  "بهتـرین "بهبود عملکرد آن است. در حالت دوم، هدف مـدل عبـارت از تعیـین    
براي دستگاه آینده است.

هایی) اسـت کـه   پیچیدگی یک دستگاه واقعی ناشی از تعداد بسیار زیاد عناصري (متغیر
رفتار دستگاه را کنترل می کند. این امر به نوبـه خـود، موجـب بـروز یـک اشـکال اساسـی در        

هاي ویژه عمل براي هر یک از این متغیرها مـی شـود. خوشـبختانه، اگـر چـه      پیشنهاد روش
کسـر  "د، معمولانممکن است در وضعیت واقعی، تعداد متغیرها از تنوع زیادي برخوردار باش

د. از ایــن رو، ي دارنقــش تعیــین کننــده و مــوثر،از ایــن متغیرهــا در رفتــار دســتگاهکــوچکی 
روي تعیین متغیرهـاي مـوثر و   "ساده سازي این دستگاه واقعی بر حسب یک مدل، اصولا

روابط حاکم بر آنها متمرکز می شود.

مثال
برروي یک محصول تولیدي، از لحظه اي که طراح به فکر تولید آن 

تعدادي عملیات انجام به دست مصرف کننده برسد،ا زمانی کهمی افتد ت
می شود. پـس از تصـویب طـرح، سـفارش تولیـد بـه بخـش تولیـد داده 
می شود، که آن به نوبه خود، مواد لازم را از بخش تامین مواد درخواسـت 
می نماید. بخش تامین مواد ممکن اسـت ایـن درخواسـت را از موجـودي 
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براي صدور دستور خرید با بخش خرید تماس بگیرد. خود تامین نماید، یا 
وش، با همکاري بخـش بازاریـابی، پس از تکمیل محصول نهایی، بخش فر

لیت توزیع آن بین مصرف کنندگان را به عهده می گیرد. مسوو
فرض کنیم که هدف تعیین سطح تولید در کارخانه باشد. با توجـه 

زیادي به صورت مسـتقیمشود که متغیرهايیبه کل دستگاه، ملاحظه م
ــا را در  ــن متغیره ــال از ای ــد مث ــد. چن ــت دارن ــد دخال ــطح تولی در س

زیر می آوریم.
ها، ساعت کار کارگرها، توالی خاص : ساعات کار ماشیندر بخش تولید-1

عملیات ماشین ها، موجـودي محصـولات نیمـه تمـام، تعـداد محصـولات 
معیوبی که تولید می شود و میزان بازرسی.

مقدار موجودي مواد، میزان تحویل مواد خریداري ر بخش تامین مواد: د-2
ومحدودیت هاي انبار.شده

پیش بینی فروش کالا، فعالیـت تبلیغـاتی، ظرفیـت در بخش بازاریابی: -3
امکانات توزیع، تاثیر محصولات رقیب.

هر یک از متغیرهاي فوق (به طور مستقیم یا غیرمستقیم) بر سطح 
ذارند و کوشـش بـراي برقـراري ارتبـاط روشـن بـین ایـن تولید اثر می گ

اي است.متغیرها و سطح تولید امر گیج کننده
بـر "واقعـی فرضـی"اولین سطح تجرید مستلزم تعریـف دسـتگاه 

حسب متغیرهاي موثر آن است. انـدکی تامـل نشـان مـی دهـد کـه ایـن
با دو متغیر زیر نمایش داد.دستگاه را می توان

عرف میزان تولید کالاست.یک متغیر که م-1
یک متغیر که معرف میزان مصرف کالاست.-2

در تعیین میزان تولید، براي این که یـک بـرآورد تـا حـد امکـان 
واقعی به دست آید، متغیرهایی نظیر ساعات کار ماشین هـا، سـاعت کـار 
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کارگرها، ترتیب عملیات ماشین ها و موجودي مواد مورد نیاز باید در نظر 
ند. میزان مصرف، بر حسب متغیرهاي مربوط به بخش بازاریابی گرفته شو

"واقعـی"مشخص می گردد. به عبارت دیگر، عمل ساده سازي از دستگاه 

چنـد متغیـر دسـتگاه "روي هـم ریخـتن"، با "واقعی فرضی"به دستگاه 
واقعی و تبدیل آنها به یک متغیر تنهـا در دسـتگاه واقعـی فرضـی، انجـام 

لی، قوانین ثابتی براي عمل ساده سازي وجود نـدارد. شود. در حالت کمی
کمی از متغیرهاي "تقلیل متغیرهاي کنترل کننده دستگاه به تعداد نسبتا

موثر، و تجرید یک مدل از مدل واقعی فرضی، بیشتر یک هنر است تا یک 
ستگی به خلاقیت، بینش بعلم. اعتبار مدل در نشان دادن دستگاه واقعی، 

لیلگـر پـژوهش عملیـاتی و گروهـی کـه روي طـرح کـار و قوه تحلیل تح
می کنند دارد. این گونه خصایص فردي یا شخصی را نمی توان بـا وضـع 

ها تنظیم و تعریف نمود.قواعد ثابت براي ساختن مدل
انواع مدلهاي پژوهش عملیاتی

ریاضـییـا نمـاديترین نوع مدل پـژوهش عملیـاتی مـدل مهم
ع مـدل، چنـین فـرض مـی شـود کـه تمـامبندي این نواست.در فرمول

براي نمایش این متغیرهـا کـهمتغیرهاي مربوطه کمیت پذیرند از این رو
توسط توابع ریاضی مناسب بـه هـم مربـوط مـی براي بیان رفتار دستگاه

شوند، از نمادهاي ریاضی اسـتفاده مـی شـود. سـپس جـواب مـدل از راه 
محاسبات ریاضی مقتضی به دست می آید.

شبیه سازي و ذهنی نیـز مـورد الگوهايهاي ریاضی برمدلعلاوه 
هاي شـبیه سـازي، رفتـار دسـتگاه را بـراي استفاده قرار می گیرند. مدل

مدتی تقلید می کنند. این عمل تقلیـد بـا مشـخص کـردن پیشـامدهایی 
صورت می گیرد که از لحظات وقوع آنها می توان اطلاعات مهمی دربـاره 

نمود. وقتی چنین پیشـامدهایی تعریـف شـدند، رفتار دستگاه جمع آوري 
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به دستگاه توجه شود که پیشامدي رخ داده باشد. لازم است تنها هنگامی
این اطلاعات که اندازه هایی از عملکرد دستگاه را به دست می دهنـد بـه 
عنوان مشاهدات آماري جمع آوري و با وقوع هر پیشامد جدیـد تعـدیل و 

اصلاح می شوند.
شبیه سازي براي بیـان روابـط متغیرهـا بـا یکـدیگر يچون الگوها

هـاي میتـوان دسـتگاه"احتیاج به توابـع ریاضـی صـریح ندارنـد، معمـولا
ست و یا از لحاظ ریاضـی سازي براي آنها ممکن نیپیچیده اي را که مدل

حل شوند شبیه سـازي کـرد. بـه عـلاوه، ایـن انعطـاف پـذیري نمی توان
تر دستگاه مـورد نظـر را فـراهم یش دقیقمدلهاي شبیه سازي امکان نما

می سازد. عیب عمده شبیه سازي این است که تحلیل دستگاه به وسـیله 
انجام تعدادي آزمایش صورت می گیرد و تابع خطاي آزمایشی می باشـد. 
این امر به مشکلات متداول در طرح آزمایشی (از نظر آماري)، جمع آوري 

هاي اسـتنباط آمـاري لازم، منجـر نتایج آزمایشی، و سپس اجراي آزمون
ل هـاي ریاضــی (حـ، مدل شبیه سازي به خوبی مدل"می شود. طبیعتا

له به دست می دهند، نمی باشند.شدنی)، که یک جواب کلی براي مسا
هـاي ریاضـی در جسـتجوي تعیـین جـواب بهینـه با این که مدل

(بهترین جواب) هستند، گاهی ممکن است فرمـول بنـدي ریاضـی آنقـدر
پیچیده باشد که اجازه تعیین یک جواب دقیق را ندهد. چه بسا اگر امکان 
به دست آوردن جواب بهینه نیز موجود باشد، ممکن است محاسبات مورد 
لزوم بسیار طولانی و غیر عملی باشد. در این حالت، براي به دست آوردن 

اسـتفاده نمـود. هاي ذهنـیروشهاي (تقریبی) خوب می توان از جواب
وش ذهنی حل مدل متکی به قواعد شهودي یا تجربی است، که به فرض ر

داشتن یک جواب فعلی امکان تعیین یک جواب بهتر را براي مدل فـراهم 
روشـهاي جسـتجو هسـتند کـه بـه ،هاي ذهنـیمی کند. در واقع، روش
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منظور بهتر کردن مقدار معیار مدل، زیرکانه از یک نقطه جواب بـه نقطـه 
نند. وقتی امکـان حصـول بهبودهـاي بیشـتري وجـود دیگر حرکت می ک

نداشته باشد، بهترین جواب حاصله جواب تقریبی براي مدل خواهد داد.
هاي ریاضی        ساختار مدل

هاي شبیه سازي یا ذهنی که نمی توان ساختارهاي بر خلاف مدل
ها پیشنهاد نمود، یک مـدل ریاضـی شـامل سـه مجموعـه ثابتی براي آن

ز عناصر می باشد:اساسی ا
: متغیرهاي تصمیم گیري و پارامترها-1

متغیرهاي تصمیم گیري مجهول هایی هسـتند کـه بایـد از روي 
جواب مدل معین شوند. پارامترها معرف متغیرهاي کنترل شـده دسـتگاه 

در مثالی که آورده شـد، سـطح تولیـد معـرف یـک متغیـر "هستند. مثلا
امترها در این حالـت شـامل میـزان تصمیم گیري است. مثال در مورد پار

تولید و میزان مصرف کالاي انبار شده می باشد.به طور کلـی پارامترهـاي 
مدل می توانند قطعی یا احتمالی باشند.

: هاقیود یا محدودیت-2
هاي فیزیکی دستگاه، مدل باید براي به حساب آوردن محدودیت

حد مقادیر شدنی متضمن قیودي  باشد که متغیرهاي تصمیم گیري را در
بوسیله توابع ریاضی مقید کننده "(مجاز) آنها محدود کند. این امر معمولا

گیري) تعداد (متغیرهاي تصمیمx2و x1فرض کنید "بیان می شود. مثلا
(پارامترهـا) a2و a1واحدهایی از دو محصول باشند که باید تولید شوند و 

ز محصـول مربوطـه باشـند. اگـر مقدار ماده خام مورد نیاز براي هر واحد ا
باشد، تابع مقید کننده آن به صـورت Aمقدار کل موجودي این ماده خام 

Aa1x1+a2x2.داده می شود
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: تابع هدف-3
این تابع میـزان سـودمندي دسـتگاه را بـه صـورت تـابعی ریاضـی 

ر هـدف ، اگـ"ازمتغیرهاي تصمیم گیري دستگاه تعریـف مـی کنـد. مـثلا
دستگاه بیشینه ساختن سود کل باشد، تابع هدف باید سود را بـر حسـب 
متغیرهاي تصمیم گیري مشخص کند. به طور کلی، جـواب بهینـه بـراي 
مدل زمانی بدست می آید که مقادیر متنـاظر متغیرهـاي تصـمیم گیـري 
ضمن صدق نمودن در همه قیود مدل، بهتـرین مقـدار تـابع هـدف را بـه 

ی این گفته این است که براي دستیابی به جواب بهینـه، دست دهند. معن
تابع هدف مانند یک شاخص عمل می کند.

توانند به طور کلی به عنوان هاي ریاضی در پژوهش عملیاتی میمدل
هایی براي تعیین مقادیر متغیرهاي تصمیم گیريروش

xj)n 1و2و .... و=Jباشد که مقدار تابع (

),...,(
1 xx n

fz 
را بهینه می سازد و در قیود 

bxxg ini
),...,(

1 i=1,…m
j=1,2,…,n0X j

تابع هدف است، در حـالی fیز صدق می کنند، در نظر گرفته شوند. تابعن
0یک مقدار ثابت معلوم است.قیودbiام وiمعرف قید bigiکه xj که

قیـود نـامنفی متغیرها را تنها به مقادیر صفر یا مثبت مقیـد مـی سـازند، 
هاي دنیـاي واقعـی وجـود قیـود ، نامیده می شوند. در اکثر دستگاهبودن

نامنفی بودن یک نیاز طبیعی به نظر می رسد. 
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براي مثال مدل

xxz
21

3.04.0max 
s.t.

400
21
 xx

500
212  xx

0,
21
xx

xxzیک مدل ریاضی می باشد که در آن 
21

3.04.0 تابع هدف و
400

21
 xx

500
212  xx

,0قیود مدل و 
21
xx.قیود نامنفی بودن می باشد

ساده سازي یک مدل ریاضی
پس از ساختن یک مدل ریاضی، ممکن است سـاده کـردن آن بـه 
ــی از  ــد. برخ ــروري باش ــی آن ض ــی تحلیل ــردن بررس ــان ک ــور آس منظ

هاي رایج عبارتند از:سازيساده
تبدیل متغیرهاي گسسته به متغیرهاي پیوسته.-1
رخطیخطی کردن توابع غی-2
حذف برخی از قیود.-3

به طور کلی، بررسـی تـوابعی از متغیرهـاي پیوسـته هـم از لحـاظ 
تر اسـت. اکثـر فنـون موجـود در تحلیلی و هم از لحاظ محاسـباتی سـاده

تحقیق در عملیات به متغیرهـاي پیوسـته مربـوط اسـت. وانگهـی، حتـی 
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ار له محاسـباتی بسـییک مسا"معدودي متغیر گسته معمولاحضور شمار 
مشکل پدید می آورد.

وجــود توابــع غیرخطــی در یــک مــدل، اغلــب مســتلزم راه حــل 
هـایی هـاي محاسـباتی، بـه مـدلاه حـلرپیچیده اي اسـت. مـوثرترین 

وابسته اند که در آنها تمام توابع خطی می باشند. در حقیقت، بسـیاري از 
هـاي غیرخطـی بـر تقریـب زدن آنهـا بـه وسـیله شیوه هاي حـل مـدل

هاي خطی مبتنی هستند. مدل
هاي ریاضی این است یک قاعده کلی در مورد محاسبات اکثر مدل

که هر چه تعداد قیود بیشتر باشد، کارایی مدل کمتر می شـود. بنـابراین، 
حذف کامل قیودي که گمان می رود اثر جدي روي جواب بهینه نخواهند 

قیود ممکن داشت مقرون به صرفه است. در نهایت، اگر حذف هیچ یک از
نمی » دربر«نباشد، می توان آن قیودي را که گمان می رود نقطه بهینه را 

، نمی توان همواره درباره وضعیت هر قیـد بـا "گیرند کنار گذاشت طبیعتا
در تمـام » تقلیـل یافتـه«اطمینان اظهار نمود. اما اگر جواب بهینه مـدل 

معلـوم له حـل شـده اسـت ویود حذف شـده صـدق نمایـد، آنگـاه مسـاق
می شود که تمام قیود حذف شده زاید می باشـند. در غیـر ایـن صـورت، 
قیودي که جواب بهینه در آنها صدق نمی کند به مدل افزوده شده و مدل 

حل می شود. این فرایند آنقدر ادامه می یابد تا جدیدترین جواب » جدید«
در تمام قیود حذف شده صدق نماید.

مرحله اجرا درآیند، ممکن است یک هاي فوق به وقتی ساده سازي
به دست آید. در نتیجه، در طرح پیشنهادات » با دقت کمتر«مدل ریاضی 

براي دستگاه اصلی، باید تاثیر این ساده سازي اضـافی بـر کیفیـت جـواب 
حاصله را مورد بررسی قرار داد.



هنر مدل سازي در پژوهشهاي عملیاتی 108

سازيتاثیر دسترسی داشتن به داده ها برروي مدل
نظر از پیچیدگی و دقتشان در شند، صرفها از هر نوعی که بامدل

نمایش دستگاه واقعی، هرگاه بر پایه داده هـاي معتبـري اسـتوار نباشـند، 
ممکن است ارزش چندانی نداشته باشند. به عنوان مثال، فـرض کنیـد از 
ماده خامی که مقدار محدودي از آن در دسترس است دو محصول ساخته 

ي ساختن هـر واحـد از دو محصـول شوند فرض کنید مقادیر این ماده برا
مقدار کل موجودي ماده خـام bباشد اگر a2و a1مزبور مصرف می شوند 

مزبور باشد، قیـدي کـه ایـن وضـعیت را نمـایش مـی دهـد  بـه صـورت
ba1 x1  + a2 x2 است، که در آنx1 وx2 به ترتیب تعداد واحدهاي

bو a2و a1محصول مزبور می باشـد. مقـادیر تولید شده از هر یک از دو

مدل مزبور به توسط تحلیلگر برآورد شوند. برآورد ایـن » حل«باید هنگام 
مستلزم پارامترها ممکن است ساده نباشد، زیرا چه بسا امکان دارد که این 

نده هاي تمام سازمان باشد.جستجوي وسیعی در میان پرو
مـی تـوان داده هـایی را کـهبعضی مواقع، یک مدل با این فرض

ساخته می شود، ولی ممکـن اسـت در جسـتجوهاي ،براي آن تهیه نمود
بعدي معلوم شود که به دسـت آوردن آن داده هـا دشـوار اسـت. در ایـن 
حالت، براي جبران فقدان داده هـا ممکـن اسـت لازم باشـد مـدل مزبـور 

ي دقـت مـدل بازسازي شود. بنابراین، دسترسی به داده ها می تواند بـررو
مورد نظر نیز تاثیر مستقیم داشته باشد. به عنوان مثال، یک مدل کنتـرل 
موجودي را در نظر بگیرید که هدف آن تعیـین سـطح موجـودي کـالایی 
است به طوري که هزینه کل نگهداري اضافه موجـودي و تـامین نکـردن 

ر تمام تقاضا به حداقل برسد. این عمل مستلزم برآورد هزینه نگهـداري هـ
واحد اضافی انبار شده، و هزینه هر واحد از تقاضاي تامین نشده می باشد. 
برآورد هزینه نگهداري، که به مخارج انبـارداري و ارزش سـرمایه بسـتگی 
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ساده باشد. امـا اگـر در بـرآورد هزینـه تقاضـاي "دارد، ممکن است نسبتا
کـن تامین نشده از دست دادن رضایت مشتریان به حساب آورده شود، مم

است نسبت دادن یک مقدار عددي به چنین عامـل نامحسوسـی مشـکل 
باشد. در چنین شرایطی ممکن است مجبـور شـویم مـدل را بـه صـورتی 

در آن وارد نشـود. "تغییر دهیم که هزینه تقاضاي تـامین نشـده صـریحا
ممکن است مجبور شویم در هر زمان یک حد بـالاي قابـل قبـولی "مثلا

لا تعیین کنیم. در حقیقت، ایـن حـد بـالاي تعیـین براي مقدار کمبود کا
شده بیانگر برآورد معینی از هزینه تقاضاي تامین نشده می باشد. امـا بـه 
نظر می رسد که تعیین چنین حـدي بسـیار سـاده تـر از بـرآورد هزینـه 

تقاضاي تامین نشده خواهد بود.
مشـکل تـرین جمع آوري داده ها ممکن است به صـورت عملـی

مل کردن یک مدل باشد. ولی متاسفانه نمی توان قواعدي براي قسمت کا
آن پیشنهاد نمود. تنها می توان گفت که تحلیلگـر پـژوهش عملیـاتی در 

سازي را براي یک سازمان به دست مـی آورد، بایـد حالی که تجربه مدل
طرقی را نیز براي جمع آوري و نگهداري داده ها، بـه گونـه اي کـه بـراي 

آینده مفید باشند، معین کند.طرحهاي حال و 
مثال

یک شرکت اتومبیل سازي، سواري و کامیون تولید می کنـد. هـر 
قاشی به وسیله نقلیه باید به کارگاه نقاشی و مونتاژ بدنه برود. اگر کارگاه ن

کامیون را نقاشی 40به نقاشی کامیون بپردازد، در روز می تواند طور کامل
اشـی سـواري بپـردازد، در روز مـی توانـد بـه نقبه طور کامـلکند و اگر 

به مونتاژ کـامیون بپـردازد، فقطسواري را نقاشی کند. اگر کارگاه بدنه 60
بـه مونتـاژ سـواري تنهاکامیون را مونتاژ کند. و اگر 50در روز می تواند 

سواري را مونتاژ کند. سود هر کامیون معادل 50بپردازد، در روز می تواند 
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دلار است. برنامه ریزي خطی را به 200سواري معادل دلار و سود هر300
کار گرفته و مشخص کنید برنامه تولید روزانه چه باشد تـا سـود شـرکت 

بیشینه گردد.
شرکت باید مشخص کند که روزانه چند سواري و کـامیون تولیـد :جواب

تصمیم زیر منجر می گردد:شود. این مطلب به تعریف متغیرهاي
:X1اي تولید شده در روزتعداد کامیون ه
:X2تعداد سواري هاي تولید شده در روز

بنابراین ;است2x2+3x1سود روزانه شرکت (بر حسب صد دلار)، برابر 
می توان تابع هدف شرکت را به صورت زیر نوشت

max z=3x1+2x2

هستند،زیردو محدودیت شرکت به صورت 
)که طی 1ا مساويکسري از روز(به صورت عددي کوچکتر ی1محدودیت

مشغول است.آن، کارگاه نقاشی
)که طی 1کسري از روز(به صورت عددي کوچکتر یا مساوي2محدودیت

مشغول است.آن، کارگاه بدنه 
پس، روابط زیر برقرار هستند، 

x1کسري از روز که کارگاه نقاشی روي کامیون ها کار می کند=
40

1

x2گاه نقاشی روي سواري ها کار می کند=کسري از روز که کار
60

1

x1کسري از روز که کارگاه بدنه روي کامیون ها کار می کند=
50

1

x2کسري از روز که کارگاه بدنه روي سواري ها کار می کند=
50

1

یان است،به صورت زیر قابل ب1بنابراین، محدودیت
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1x2(محدودیت کارگاه نقاشی)
60

1x1+
40

1

قابل بیان است،زیربه صورت 2محدودیت

1x2(محدودیت کارگاه بدنه)
50

1x1+
50

1

0آنجا که بایداز  x1 0و x2 ،برنامـه ریـزي خطـینیز برقـرار باشـند
است:زیرمربوطه به صورت 

max z=3x1+2x2

s.t.

1x2
60

1x1+
40

1

1x2
50

1x1+
50

1

0,
21
xx
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